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ØÅÑÒÈÌÅÐÍÛÕ ØÅÑÒÈÓÃÎËÜÍÛÕ ÒÐÈ-ÒÊÀÍÅÉ H1S È H2S
Øåñòàêîâà Ì.À.
Êàôåäðà ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è ãåîìåòðèè
Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 10.04.2007, ïîñëå ïåðåðàáîòêè 8.06.2007.
Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ãëàâíîé èçîòîïèè êîìïîíåíòû òåíçîðîâ êðó÷åíèß è
êðèâèçíû òðè-òêàíè èñïûòûâàþò òîëüêî èçîòðîïè÷åñêîå ïðåîáðàçîâà-
íèå ïåðåìåííûõ. Âû÷èñëåíû òåíçîðû êðó÷åíèß è êðèâèçíû íåòðèâè-
àëüíûõ øåñòèìåðíûõ òêàíåé Hs.
It is proved that the components of the torsion tensor and curvature tensor
to a three-web have only isotopical transform for the main isotopie. The
torsion and curvature tensors to non- trivial six-dimensional webs Hs are
calculated.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: øåñòèóãîëüíàß òðè-òêàíü, èçîòîïèß, òåíçîð êðó÷å-
íèß, òåíçîð êðèâèçíû, êâàçèãðóïïà, ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß.
Keywords: hexagonal three-web, isotopie, torsion tensor, curvature tensor,
quasigroup, structure equations.
Ââåäåíèå. Òåîðèß òðè-òêàíåé, îñíîâàííàß Â. Áëßøêå è ïîääåðæàííàß ×åðíîì
íà áàçå ìåòîäà âíåøíèõ ôîðì Êàðòàíà, â ïîñëåâîåííûå ãîäû ïîëó÷èëà çàêîí÷åí-
íîå ñòðóêòóðíîå îïèñàíèå â ðàìêàõ ñîâðåìåííîé òåîðèè G−ñòðóêòóð è â òåðìè-
íàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé. Íà ïîñëåäóþùåì ýòàïå èçó÷åíèß
ðàçëè÷íûõ ñïåöèàëüíûõ òèïîâ òðè-òêàíåé èíèöèàòèâà ïåðåøëà ê ñîâåòñêîé ãåî-
ìåòðè÷åñêîé øêîëå Ñ.Ï. Ôèíèêîâà (Ì. Àêèâèñ, Â. Ãîëüäáåðã, À. Øåëåõîâ è äð.).
Ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîé ñâßçíîñòè, ïîëó÷åííîé äëß òêàíåé ×åðíîì, áûëè äàíû
òåíçîðíûå õàðàêòåðèñòèêè ðßäà ñïåöèàëüíûõ òêàíåé. Ïðè èçîòîïè÷åñêîé çàìåíå
ïåðåìåííûõ â êîíå÷íûõ óðàâíåíèßõ òêàíè êîìïîíåíòû òåíçîðîâ êðó÷åíèß è êðè-
âèçíû òêàíè, âîîáùå ãîâîðß, ìåíßþòñß. Ïîýòîìó êîìïîíåíòû òåíçîðà êðó÷åíèß è
êðèâèçíû òêàíåé, âû÷èñëåííûå â òåõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, â êîòîðûõ çàïèñàíû
èõ êîíå÷íûå óðàâíåíèß, îòëè÷àþòñß îò êîìïîíåíò òåíçîðîâ, âõîäßùèõ â óðàâíå-
íèß ýòèõ òêàíåé. Â íàñòîßùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñß øåñòèìåðíûå øåñòèóãîëü-
íûå òðè-òêàíè ñ ïîñòóëèðóåìîé çàðàíåå ÷àñòè÷íîé ñèììåòðèåé òåíçîðà êðèâèçíû
ñâßçíîñòè ×åðíà. Äëß íåòðèâèàëüíûõ êëàññîâ ýòèõ òêàíåé íàéäåíû êîìïîíåíòû
òåíçîðà êðó÷åíèß è êðèâèçíû â òàêèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, â êîòîðûõ óðàâíå-
íèß òêàíè ßâëßþòñß óðàâíåíèßìè ñîîòâåòñòâóþùåé ëîêàëüíîé êîîðäèíàòíîé ëóïû
ñ åäèíèöåé, èìåþùåé íóëåâûå êîîðäèíàòû.
1. Ïóñòü òðè-òêàíü W (3, r), çàäàííàß íà àíàëèòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M ðàç-
ìåðíîñòè 2r îáðàçîâàíà òðåìß ãëàäêèìè ñëîåíèßìè λα (α, β, γ = 1, 2, 3) êîðàçìåð-
íîñòè r, íàõîäßùèìèñß â îáùåì ïîëîæåíèè. Êàæäîå ñëîåíèå λα çàäàåòñß íà M
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âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé ôîðì Ïôàôôà ω
α
i, ãäå i, j, k = 1, ..., r. Óðàâíåíèß
ñòðóêòóðû òðè-òêàíè èìåþò âèä [2]:
dω
1
i = ω
1
j ∧ ωij + aijkω1
j ∧ ω
1
k,
dω
2
i = ω
2
j ∧ ωij − aijkω2
j ∧ ω
2
k,
(1)
dωij = ω
k
j ∧ ωik + bijk`ω
1
k ∧ ω
2
`. (2)
Âåëè÷èíû aijk îáðàçóþò êîñîñèììåòðè÷íûé ïî íèæíèì èíäåêñàì òåíçîð, íàçûâàå-
ìûé òåíçîðîì êðó÷åíèß òêàíè W (3, r), à âåëè÷èíû bijk` îáðàçóþò òåíçîð, êîòîðûé
íàçûâàåòñß òåíçîðîì êðèâèçíû òêàíè W (3, 2, r). Òåíçîðû êðó÷åíèß è êðèâèçíû
òðè-òêàíè W (3, 2, r) ñâßçàíû êîíå÷íûìè è äèôôåðåíöèàëüíûìè ñîîòíîøåíèßìè,
ïîëó÷àþùèìèñß ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè óðàâíåíèé (1) è (2):
bi[jk`] = 2a
m
[jka
i
|m|`],
∇aijk = bi[j|`|k]ω1
` + bi[jk]` ω2
`,
∇bijk` = C
i
jk`mω
1
m + C˜ijk`mω2
m.
Çäåñü ∇  îïåðàòîð êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèß â ñâßçíîñòè Γ, ñòðóêòóð-
íûå óðàâíåíèß êîòîðîé åñòü óðàâíåíèß (1)-(2).
Â òåîðèè ìíîãîìåðíûõ òêàíåé áîëüøîå ìåñòî çàíèìàåò èçó÷åíèå ñïåöèàëü-
íûõ êëàññîâ òêàíåé, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñß ðàçëè÷íûìè óñëîâèßìè íà òåíçî-
ðû êðó÷åíèß è êðèâèçíû. Îäíèì èç òàêèõ êëàññîâ ßâëßþòñß øåñòèìåðíûå øåñòè-
óãîëüíûå òðè-òêàíè, òåíçîð êðèâèçíû êîòîðûõ ÷àñòè÷íî ñèììåòðè÷åí (òêàíè Hs).
G-ñòðóêòóðà òêàíè (Hs) ßâëßåòñß çàìêíóòîé ñòðóêòóðîé òðåòüåãî ïîðßäêà. Òåí-
çîð êðó÷åíèß òàêèõ òêàíåé óäîâëåòâîðßåò òîæäåñòâó ßêîáè, à òåíçîð êðèâèçíû
õàðàêòåðèçóåòñß ñëåäóþùèìè óñëîâèßìè:
bi(jk`) = 0, b
i
j[k`] = 0.
Ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè ñóùåñòâóåò âñåãî äâå íåòðèâèàëüíûõ òêàíè Hs (H1s è
H2s ), êàæäàß èç êîòîðûõ îïðåäåëßåòñß íåêîòîðîé òðåõìåðíîé àëãåáðîé Ëè ñ íåíó-
ëåâûì êîììóòàíòîì.
2. Ñíà÷àëà íàéäåì, êàê ïðåîáðàçóþòñß êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû è êðó-
÷åíèß ïðîèçâîëüíîé òðè-òêàíè ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ.
Ïóñòü W (3, r)  ïðîèçâîëüíàß òðè-òêàíü, óðàâíåíèß êîòîðîé â îêðåñòíîñòè Up
òî÷êè p â íåêîòîðûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä:
z = f(x, y)
def
= x · y, (3)
x ∈ X ⊂ IRr, y ∈ Y ⊂ IRr, z ∈ Z ⊂ IRr. Êàê èçâåñòíî [2], åñëè ââåñòè ôîðìû
ω
1
= fxdx è ω
2
= fydy, òî îíè áóäóò óäîâëåòâîðßòü ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèßì òêàíè.
Çäåñü ω
1
è ω
2
 âåêòîðíîçíà÷íûå ôîðìû,
ω
1
= (ω
1
i), ω
1
=
∂f i
∂xj
dxj , ω
2
= (ω
2
i), ω
2
=
∂f i
∂yj
dyj .
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Ïåðåìåííûå, âõîäßùèå â óðàâíåíèå (3), äîïóñêàþò èçîòîïè÷åñêîå ïðåîáðàçî-
âàíèå
x = α(x), y = β(y), z = γ(z). (4)
Â ðåçóëüòàòå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèå (3) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå
z = γ−1 ◦ f(α(x)), β(y)) = f(x, y), (5)
à ôîðìû ω
1
è ω
2
ïåðåéäóò â ôîðìû
ω
1
= fxdx, ω
2
= fydy. (6)
Íàéäåì ñâßçü ìåæäó ôîðìàìè ω
1
, ω
2
, ω
1
è ω
2
. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ óðàâíåíèå (5),
ïîëó÷èì
fxdx = fydy = dγ
−1 ◦ (fxα′dx+ fyβ′dy).
Ó÷èòûâàß îáîçíà÷åíèß (6), à òàêæå ðàâåíñòâà
dx = α′dx, dy = β′dy,
êîòîðûå âûòåêàþò èç (4), ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïåðåïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ω
1
+ ω
2
= dγ−1 ◦ (fxdx+ fydy) = dγ−1 ◦ (ω
1
+ ω
2
).
Îòñþäà ïîëó÷àåì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèß ôîðì ïðè èçîòîïèè (4):
ω
1
= dγ−1 ◦ ω
1
, ω
2
= dγ−1 ◦ ω
2
. (7)
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ãëàâíîé èçîòîïèè (γ = id), ôîðìû ïðåîáðàçóþòñß ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
ω
1
= ω
1
, ω
2
= ω
2
.
Ñîãëàñíî [1], ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß òêàíè ñîõðàíßþò ñâîé âèä ïðè ñëåäóþùèõ
ñèíõðîííûõ ïðåîáðàçîâàíèßõ ôîðì
ω
1,2
= Aω
1,2
.
Ñðàâíèâàß ñ (7), ïîëó÷àåì (Aii′) = dγ−1, è ïðè ãëàâíîé èçîòîïèè (Aii′) = id. Íî
ìàòðèöà (Aii′) çàäàåò òàêæå ïðåîáðàçîâàíèå îñíîâíûõ òåíçîðîâ òêàíè  òåíçîðà
êðó÷åíèß è òåíçîðà êðèâèçíû ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì èçîòîïè÷åñêîì ïðåîáðàçîâà-
íèè:
aijk(x, y) = A
i
i′A
j′
j A
k′
k a
i′
j′k′(x, y),
bijk`(x, y) = A
i
i′A
j′
j A
k′
k A
`′
` b
i′
j′k′`′(x, y).
Â ñëó÷àå ãëàâíîé èçîòîïèè ïîëó÷àåì:
aijk(x, y) = a
i
jk(x, y) = a
i
jk(α(x), β(y)),
bijk`(x, y) = b
i
jk`(x, y) = b
i
jk`(α(x), β(y).
(8)
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè ãëàâíîé èçîòîïèè êîìïîíåíòû òåíçîðîâ êðèâèçíû è êðó-
÷åíèß èñïûòûâàþò òîëüêî èçîòîïè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî ñ êàæäîé òî÷êîé (x, y) òðè-òêàíè ñâßçàíà êîîðäèíàòíàß
ëóïà `x,y(•), ãëàâíîèçîòîïíàß êîîðäèíàòíîé êâàçèãðóïïå x · y, ïðè÷åì èçîòîïèß
èìååò ñëåäóþùèé âèä:
u • v = R−1b (u) · L−1a (v),
ãäå La(y) = a ·y, Rb(x) = x · b. Ðàññìîòðèì åùå îäíó êîîðäèíàòíóþ ëóïó `ab(∗), ãäå
u ∗ v = R−1
b
(u) · L−1a (v).
Íàéäåì ñâßçü ìåæäó îïåðàöèßìè • è ∗. Èìååì:
u ∗ v = R−1
b
(u) · L−1a (v) = R−1b ◦Rb ◦R−1b (u) · L−1a ◦ La ◦ L
−1
a (v) =
= (Rb ◦R−1b )(u) • (La ◦ L
−1
a )(v).
Èòàê, ëþáûå äâå êîîðäèíàòíûå ëóïû òêàíè ãëàâíîèçîòîïíû, ïðè÷åì èçîòîïèß
(α, β) èìååò âèä
α = Rb ◦R−1b , β = La ◦ L
−1
a .
Ïðè ýòîé èçîòîïèè ôîðìóëû (8) ïðèíèìàþò âèä
aijk(x, y) = a
i
jk(x, y) = a
i
jk(Rb ◦R−1b (x), La ◦ L
−1
a (y)),
bijk`(x, y) = b
i
jk`(x, y) = b
i
jk`(Rb ◦R−1b (x), La ◦ L
−1
a (y)).
Ýòè ôîðìóëû ïîêàçûâàþò, êàê ñâßçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòâåòñòâóþùèå òåíçîðû
êîîðäèíàòíûõ ëóï `x,y è `x,y.
Ïóñòü èñõîäíàß êâàçèãðóïïà z = x · y ßâëßåòñß ëóïîé ñ åäèíèöåé e, è ïóñòü îíà
ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíîé ëóïîé `e,e. Òîãäà Le = Re = id è ïðåäûäóùèå ôîðìóëû
ïðèíèìàþò âèä:
aijk(x, y) = a
i
jk(x, y) = a
i
jk(R
−1
b
(x), L−1a (y)),
bijk`(x, y) = b
i
jk`(x, y) = b
i
jk`(R
−1
b
(x), L−1a (y)).
Åñëè a = b = e, òî ìû ïîëó÷àåì èñõîäíóþ ëóïó `e,e (·).
Â ñèëó ëîêàëüíîñòè ðàññìîòðåíèß òî÷êó (a, b) ìîæíî ñîåäèíèòü ñ òî÷êîé (e, e)
íåïðåðûâíûì ïóòåì a = a(t), b = b(t), ãäå a(0) = e, b(0) = e, ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî òåíçîðíûå ïîëß aijk(R−1b (x), L
−1
a (y)), bijk`(R−1b (x), L
−1
a (y)) ïîëó÷àþòñß
äåôîðìàöèåé ñîîòâåòñòâóþùèõ òåíçîðíûõ ïîëåé aijk(e, e), bijk`(e, e), ñâßçàííûõ ñ
êîîðäèíàòíîé ëóïîé `e,e.
3. Íàéäåì îñíîâíûå òåíçîðû òêàíåé H1s è H2s .
Äëß âû÷èñëåíèß êîìïîíåíò òåíçîðà êðó÷åíèß è êðèâèçíû âîñïîëüçóåìñß èç-
âåñòíûìè ôîðìóëàìè [2]:
aijk = Γ
i
[jk], (9)
bijk` = (
∂3fi
∂xm∂yn∂yp g˜
n
j − ∂
3fi
∂xm∂xn∂yp g
n
j )g
m
k g˜
p
` + Γ
i
kp
∂2fp
∂ym∂yn g˜
m
j g˜
n
` −
−Γip` ∂
2fp
∂xm∂xn g
m
j g
n
k + Γ
m
j`Γ
i
km − ΓmrjΓim`.
(10)
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Çäåñü f i  ôóíêöèè, îïðåäåëßþùèå òêàíü íà ìíîãîîáðàçèè,
Γijk = −
∂2f i
∂x`∂ym
g`j g˜
m
k , (11)
(gij) è (g˜ij)  ìàòðèöû, îáðàòíûå ê (f
i
j) è (f˜ ij)  ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì
f
i
j =
∂f i
∂xj
, f˜ ij =
∂f i
∂yj
. (12)
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà òêàíü H2s , îïðåäåëßåìóþ óðàâíåíèßìè [5]:
z1 = f1 = x1e−y
3 − 2ax2y2ex3−y3 + y1ex3 + 2by2e−y3 − 2bx2ex3 ,
z2 = f2 = x2 + y2e−x
3−y3 ,
z3 = f3 = x3 + y3.
(13)
Íàéäåì êîìïîíåíòû ìàòðèö (f ij) è (f˜ ij), èñïîëüçóß ôîðìóëû (12):
(f
i
j) =
 e−y3 −2ay2ex3−y3 − 2bex3 −2ax2y2ex3−y3 + y1ex3 − 2bx2ex30 1 −y2e−x3−y3
0 0 1
 ,
(f˜ ij) =
 ex3 −2ax2ex3−y3 + 2be−y3 −x1e−y3 + 2ax2y2ex3−y3 − 2by2e−y30 e−x3−y3 −y2e−x3−y3
0 0 1
 .
Íàéäåì òåïåðü ìàòðèöû (gij) è (g˜ij), îáðàòíûå ê óêàçàííûì
(gij) =
 e
y3 2ay2ex
3
+ 2bex
3+y3 2a(y2)2e−y
3
+2by2 + 2ax2y2ex
3−
−y1ex3+y3 +2bx2ex3+y3
0 1 y2e−x
3−y3
0 0 1
 ,
(g˜ij) =
 e−x3 2aex3 − 2b x1e−x3−y30 ex3+y3 y2
0 0 1
 .
Íàéäåì íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Γijk, èñïîëüçóß (11). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷à-
åì:
Γ113 = 1, Γ
1
22 = 2ae
2x3 , Γ123 = 2ay
2ex
3−y3 + 2bex
3
,
Γ131 = −1, Γ132 = 2ay2ex
3−y3 + 2bex
3
, Γ232 = 1,
Γ133 = −x1e−y
3 − y1ex3 + 2a(y2)2e−2y3 − 2a(y2)2ex3−y3 + 2by2e−y3 + 2bx2ex3 .
Íàéäåì íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà êðó÷åíèß, èñïîëüçóß (9). Èìååì:
a113 = 1, a
1
31 = −1, a223 = −
1
2
, a232 =
1
2
.
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Èñïîëüçóß (10), íàéäåì êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû:
b1223 = b
1
232 = −2ae2x
3
, b1322 = 4ae
2x3 ,
b1323 = b
1
332 = 2be
x3 + 2ay2ex
3−y3 ,
b1233 = −4ay2ex
3−y3 − 4bex3 .
Êàê ïîêàçàíî â [5], ïðè çàìåíå
x2 = u2, x3 = u3, x1 = u1 + 2beu
3
u2,
y1 = v1 − 2bev3−u3v2, y2 = v2ev3 , y3 = v3
óðàâíåíèß êîîðäèíàòíîé êâàçèãðóïïû (13) ïåðåéäóò â óðàâíåíèß êîîðäèíàòíîé
ëóïû
z1 = u1e−v
3
+ v1eu
3 − 2aeu3u2v2 − 2beu3(u2 + v2)+
+2be−v
3+u3u2 + 2bv2,
z2 = u2 + v2e−u
3
,
z3 = u3 + v3.
(14)
Ïðè ýòîé æå çàìåíå âû÷èñëåííûå âûøå êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû ïðåîáðà-
çóþòñß ê âèäó:
b1223 = b
1
232 = −2ae2u
3
,
b1322 = 4ae
2u3 ,
b1323 = b
1
332 = 2be
u3 + 2av2ev
3
eu
3−v3 = 2(b+ av2)eu
3
,
b1233 = −4av2ev
3
eu
3−v3 − 4beu3 = −4(av2 + b)eu3 .
Òîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñß, åñëè âû÷èñëßòü êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû íåïî-
ñðåäñòâåííî, ïîëüçóßñü ôîðìóëàìè (14).
Ðàññìîòðèì òåïåðü òðè-òêàíü H1s , îïðåäåëßåìóþ óðàâíåíèßìè [4]:
z1 = u1 + v1 + (u2 + v2)(u3v2 − u2v3),
z2 = u2 + v2,
z3 = u3 + v3.
Íàéäåì êîìïîíåíòû ìàòðèö (f ij) è (f˜ ij), èñïîëüçóß (12):
(f
i
j) =
 1 v2(u3 − v3)− 2u2v3 v2(u2 + v2)0 1 0
0 0 1
 ,
(f˜ ij) =
 1 u2(u3 − v3) + 2u3v2 −u2(u2 + v2)0 1 0
0 0 1
 .
Íàéäåì ìàòðèöû (gij) è (g˜ij), îáðàòíûå ê ìàòðèöàì (f
i
j) è (f˜ ij) ñîîòâåòñòâåííî.
(gij) =
 1 v2(u3 − v3)− 2u2v3 v2(u2 + v2)0 1 0
0 0 1
 ,
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(g˜ij) =
 1 u2(u3 − v3) + 2u3v2 −u2(u2 + v2)0 1 0
0 0 1
 .
Íàéäåì íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Γijk, èñïîëüçóß (11). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷à-
åì:
Γ122 = −u3 + v3, Γ123 = 2u2 + v2, Γ132 = −u2 − 2v2.
Òåíçîð êðó÷åíèß èìååò åäèíñòâåííóþ íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó
a123 =
1
2
(2u2 + v2 + u2 + 2v2) =
3
2
(u2 + v2) =
3
2
z2.
Èñïîëüçóß ôîðìóëû (10), íàéäåì íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû:
b1223 = b
1
232 = 1, b
1
322 = −2.
Çàêëþ÷åíèå. Ïðè ãëàâíîé èçîòîïèè êîìïîíåíòû òåíçîðîâ êðó÷åíèß è êðèâèçíû
òðè-òêàíè èñïûòûâàþò òîëüêî èçîòîïè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ.
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